KONGRUENCIJE
Za cele brojeve a i b kaze se da su kongruentni po modulu m ako a i b pri deljenju sa m

daju iste ostatke. Zapisujemo:
a=b(modm) tlia= b

Na primer:

17 =12 (mod>5) jer prideljenjusa 51171 12 daju ostatak 2
1812 (mod5) jer pri deljenju sa 5, 18 daje ostatak 3 a 12 daje ostatak 2

Neki profesori vole kongruencije da opiSu ovako:
a=b (modm) < a—>b je deljivo sa m ( moze 1 zapis m / a —b)

Za na$ primer bi bilo :

17=12 (modS) < 5/17-12=5

NaveScemo (bez dokaza) nekoliko osobina koje ¢e nam pomoci u izradi zadataka:

= b=>da"=_b" (neN)
. Akojea=_b iddelim=a=,b

A A o

Moze nam Koristiti i mala Fermaova teorema:
Ako je p prost broj i p ne delia, onda je

p-1 _
a” =1

Dalje ¢emo uraditi nekoliko primera....



Primer 1.
Nadi ostatak pri deljenju

a) 210 sa 7
b) 317%%sa 15

Resenje:
a) Cesta ideja je da koristimo pravila za stepenovanje a™a"=a™" i (a™)"=a™"
3 —
2°=8=,1
33
2]00=299.2=(23) .2 E? 133—2 5?2

b) Kad podelimo 317 sa 15 dobijamo 21 i ostatak 2, pa zakljuCujemo
3 17259 E]S 2259
Kako je 16 = 2" = . 1 to nam daje ideju da 259 zapisemo kao 256 + 3
; 64
9259 = 9256+3 =, 9256 3 = (24) .93 = 1.23 = 8

Primer 2.

Kojom cifrom se zavr$ava broj 72924 2

Resenje:

Poslednja cifra nekog broja je ostatak pri deljenju sa 10.

Znaci treba da ispitamo ¢emu je ovaj broj kongruentan po modulu 10.
49=7"= 9= -1

=10 7 ~10

72024 _ (72)1024 = (_1)1024 _

Broj 72°%* se zavrSava sa 1.

Primer 3.

Dokazati da je broj 22225°% + 55552222 (eljiv sa 7.

Resenje:

Radimo za svaki sabirak posebno , pa saberemo te dve kongruencije.(Osobina 4.)

2222:7 =317 i ostatak 3



22225555 57 35555
Kako je 3° =243, a 243:7=34 i ostatak 5 imamo 3 =, (3°) ' =, 5"
Kako je 5=, 2 toje 5" =, (—2)1111

370

Kako je 8=2° =, I radimo (-2)""" =-2.2"""=-2.(2") " =, -2-1=-2
5555 7 =793 ostatak 4

2779 2779 2222
55557 =, 47 = (27) 7 =2

Kako je 8=2" =, I radimo 2 = 2% =2%% .21 =(2%) " .2 =, 1.2=2

22227 4555577 =, -2 +2 =0

Primer 4.

Dokazati da je broj 5°™?! + 4°™2 + 3°" deljiv sa 11.

Resenje:

Do sada smo ovakve primere reSavali matematickom indukcijom, sad mozemo i preko
kongruencija.

Svaki sabirak radimo posebno , pa to saberemo. Osobina 4. nam to dozvoljava.

5 =5".5'=(5°) 5=3125"5

Kako je 3125 : 11 =284 i ostatak 1 to je 3125" =, | paje 3125"-5=, 5
£ =474 = (47) 4> =1024"16

Kako je 1024 : 11 =93 i ostatak 1 to jel024" = 1 paje 1024"-16=, 16
3" =(3) =243

243:11=22 i ostatak | = 243" = 1

Sad sve zajedno:
54472 43 = 5416+1=22=,0

Znaci da je broj deljiv sa 11.



Primer 5.

Odrediti ostatak pri deljenju broja 27" sa 13, ako je p prost broj i p > 3.

Resenje:

U prethodnom fajlu o prostim brojevima smo videli primer da sve proste brojeve vece od
3 mozemo opisati sa 6k+1 i 6k+5 .

Taj zaklju¢ak ¢emo upotrebiti u ovom primeru.

Razmi$ljamo $ta se deSava sa p? ?

(6k+1)" =36k +12k+1=1203k" + k) +1

(6k +5)° =36k> +60k +25=36k> +60k +24+1=12(3k* +5k +2) +1

Ovo nam govori da je

Neka je onda p? = 12k +1

2|2f(+| 9

13

12k+1 _ élzf( D= (213)" )

2

2" =(2°) =64” akako je 64 =, —1 (jer 13*5=65) imamo 2" =, (1)’ =
2|2k+] E|3 lk .2 — 2

Ostatak je 2.
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